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 در مسائل انتقال حرارت  يهموتوپ  يکاربرد روشها

 *یکلکنار یراصغریم یدمجتبیس

 ران. یا واحد کرج، یدانشگاه آزاد اسلام ع،ی صنا  یگروه مهندس ، یو مهندس یدانشکده فن مدرس،

 

   دهيچک

حرارت،  یعلم  یهاده یپد  شتریب انتقال  توس  یرخطیغ  ییهاده یپد  همچون  و  توصبوده  غیرخطی  معادلات  میط   شوند. یف 

ق  یدق   یل یخود به دو بخش حل تحل  یل یم که روش تحل یدار  یلیو تحل  ی، عددی، تجربیسه روش کل  یحل معادلات و مسائل مهندس  یبرا  یبطور کل

م و  یده سروکار داریچیبا مسائل غیرخطی و پ  یو مهندس  ی صنعت  یاز کاربردها   یاریکه در بسیشود. از آنجائمی  یبندمیتقس  یبیتقر  یل یو حل تحل

ن  ی از محقق   یاریمورد توجه بس  یهموتوپ  یهاراً روش یم. اخیه کنیتک  یبیتقر  یهاا حل ی  یعدد  یهاد به حلین مسائل وجود ندارد بایق ایحل دق

است.   گرفته  قرار  حرارت  انتقال  ا  یکیعلم  روشیاز  ب  یبیتقر  یهان  پرتور  روش  روشها   شنیکه  از  دارد  مییمیقد  ینام  محسوب  و  تر  شود 

  ی برا   یدتر یجد  یراً روشها یشن، اخیروش پرتورب  یت هایغلبه بر مشکلات و محدود  ین برا یحل معادلات غیرخطی دارد.  بنابرا  یها برا ت یمحدود

ن  یباشد که امی   (VIM)  یرات تکرار ییو روش حساب تغ  (HPM)شن  ی پرتورب  ین روشها، روش هموتوپیحل مسائل مطرح شده اند که از جمله ا

از جمله انتقال حرارت از آنها استفاده    یدر حوزه مهندس  یمسائل مختلف  ی توان براد را دارند و می یت حل معادلات غیرخطی از نوع شدیروشها قابل

 HPMو تشعشع قرار دارد را توسط دو روش    ییجابجا  یهازم یستم فشرده که تحت مکانین مقاله معادله انتقال حرارت سرد شدن سینمود. در ا

,VIM  م.  ینمائیسه میج را با هم مقایحل و نتا 

 . یرات تکرارییروش حساب تغ  ،شنی پرتورب  ی، روش هموتوپیهموتوپ  یروشها  انتقال حرارت،  :يديکلمات کل

Application of Homotopy methods 

in heat transfer Problems 
M. Mirasgari Kalkenari 

Department Engineering, Islamic Azad university of karaj, Iran. 

Abstract  
Most scientific phenomena, such as heat transfer, are nonlinear 

phenomena and are described by nonlinear equations.In general, we have 

three general, numerical and analytical methods for solving equations and 

engineering problems. The analytical method itself is divided into two 

parts: exact analytical solution and approximate analytical solution.Since 

we deal with complex and nonlinear problems in many industrial and 

engineering applications and there is no exact solution to these problems, 

we have to rely on numerical or approximate solution methods.Recently, 

hematopoietic methods have been considered by many researchers in the 

science of heat transfer.One of these approximation methods, called the 

porturbation method, is one of the older methods and has limitations for 

solving nonlinear equations.To overcome the problems and limitations of 

this method, newer methods for solving problems have recently been 

proposed, such as the hemotopic method of portorbation (HPM) and the 

method of c alculating repetitive changes (VIM), which have the ability to 

solve nonlinear equations of the extreme type.They can be used for various 

problems in the field of engineering, including heat transfer.In this paper, 

we solve the equation of heat transfer of cooling of a compact system 

under the mechanisms of convection and radiation by two methods (HPM 

and VIM) and compare the results. 
Keywords: Optimization, Response to the user's Search, Features Selection , 

Genetics Algorithm and Fuzzy Systems. 
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 مقدمه   –  1

پد  یاریبس پد  یعلم  یهاده یاز  جمله  حرارت    دهیاز  انتقال 

 قیدق  یلیحل تحل  کهی. از آنجائدهندیبصورت غیرخطی رخ  م

بس  یبرخ غیرخطی  مسائل  است،    ریغ  ایمشکل    اریاز  ممکن 

بسی)هموتوپیبیتقر  ی لیتحل  یحلها  توجه  مورد  از    یاری( 

اهم  نیمحقق از  و  انتقال حرارت قرار گرفته است    ژه یو  تیعلم 

 . ]9[برخوردار است  یدر حوزه مسائل مهندس  یا

از   حرارت  انتقال  مثل  گرم  از صفحات  حرارت  انتقال  مورد  در 

الکتر  یرو رآکتورها   ،یکی صفحات    ، یاهسته   یمرکز 

م  یدی خورش  یهاکنندهگرم  سرد  هوا  با  برخ  شوند،ی که    ی در 

داخل تورب  یصفحات  طراح  ایو    هانی سردشونده    یدر 

تهو   دیتبر  یهاستمیس و  سردخانه  مسائل  هیو  مطرح    یمطبوع، 

  یاتیفرض  طیشرا  یغیرخطی بوده و در برخ  یکه همگ  شوندیم

م  یخط نظر  ا  رندیگی در  اصل  در    ات یفرض  نیکه 

وقتاندی رخطیغ فوق  معادلات  اغلب  و    ریگ.حل  بوده  دشوار  و 

بس  یمعمول  یخط  لیتحل ا  یاریدر  مطلوب    نیاز  کاربردها 

بنابراباشندینم د  یروش  دی با  نی.  معادلات  شامل    ل یفرانسیکه 

م ا  باشدیغیرخطی  برد.  کار  به  چند  نیرا  توسط    ن یروشها 

ز انواع  منظور حل  به  غ  یاز مسائل خط  یادیمحقق    ی طرخیو 

 . ]8و7[استفاده شده است 

روش پرتوربیشن از روشهایی تقریبی است که در تحلیل مسائل  

می برده  بکار  غیرخطی  محدودیت  مهندسی  بدلیل  ولی  شود 

نمی   هایی قرار  توجه  مورد  چندان  دارد  این  که  جمله  از  گیرد 

 : ]3[ها عبارتند از محدودیت 

براساس یك فرض استوار    ( تقریباً همه روشهای پرتوربیشنی 1

است که یك پارامتر کوچك باید در معادله وجود داشته باشد.  

کاربردها  نیا کوچك  اندازه    شنیپرتوب  كی تکن  یپارامتر  به  را 

م  یادیز بسکندی محدود  که  چرا  غیرخطی    یاری.  مسائل  از 

از نوع قو  پارامترهاد ی)شد  یخصوصاً مسائل غیرخطی    ی ( فاقد 

 . باشندی کوچك م

تع2 کار  نیا  نیی(  کوچك  به    یپارامتر  و  است  مشکل 

صح  كیدارد.    ازین  یخاص  یهاكیتکن مناسب    حیانتخاب  و 

نتا به  کوچك  می   یمنطق  ج یپارامتر  منجر  مطلوب  در  و  شود. 

 به دنبال دارد.   یانتخاب نادرست اثرات بد   كی  کهی حال

پارامتر کوچك مناسب وجود داشته باشد در    كیاگر    ی( حت3

کوچك    یلیخ  ریمقاد  یفقط برا  شنیموارد، روش پرتورب  یاریبس

  دیمسائل غیرخطی از نوع شد  یپارامتر معتبر است و برا  نیاز ا

  ت یمسائل ما با قاطع  یدر برخ  نیندارد و همچن  ی( اعتبار ی)قو

 . میکن  نیی تع  میتوانپارامتر را نمی   نیا  یکوچک

اند که  مطرح شده   ید یجد  یبیتقر  یلیحل تحل  یروشها  راًیاخ

قرار    یاضیعلم انتقال حرارت و ر  نیاز محقق  یار یمورد توجه بس

ا جمله  از  است.  هموتوپ  نیگرفته  روش    شن یپرتورب  یروشها، 

(HPM)تغ حساب  هموتوپ(VIM)  یتکرار  راتیی،    ی ، 

م.و(HAMیلیتحل ا  باشندی .  برا   نی که  تنها  نه    ی روشها 

  د ی معادلات غیرخطی شد  ی بلکه برا  ف،یمعادلات غیرخطی ضع

بدست  زین جواب  و  بوده  برا  معتبر  ناح  یآمده  جواب    هیکل 

  ن یدر ا  .]1[ست یوابسته ن  ی پارامتر کوچک  چیمعتبر است و به ه

س شده  سرد  حرارت  انتقال  معادله  ما  که   ستمیمقاله  فشرده 

مکان م  ییجابجا  یهازم یتحت  قرار  تشعشع  دو    ردیگی و  به  را 

تحل  VIM , HPMروش   ونتا  ل یمورد  داده  مورد    جیقرار  را 

 . میدهی قرار م  سهیمقا

 ( HPM)  شنيپرتورب  يهموتوپ  روش  اساس –  2
  لیفرانسیحل معادلات د یکارآمد برا  یاز روشها  یکیروش  نیا

می  سادگغیرخطی  بر  علاوه  که  وس  یبرا  یباشد  از    یعیدسته 

مهندس در  غیرخطی  می  یمعادلات  اعمال  با  قابل  که  باشد 

را    هیتوان  حدس اولمعادله، می  هیو اول  یمرز  طیاستفاده از شرا

ا  یبرا   .]6[زد  بیتقر اصول  دادن  معادله    روش  نینشان 

 . ]4[گیریمرا در نظر  می  ریغیرخطی ز  یلیفرانسید

      (1)                                     𝐴(𝑢) − 𝑓(𝑟) =∘ 

 :یط مرزیبا شرا       

       (2     )                    𝐵 (𝑢,
𝜕𝑢

𝜕𝑛
) =∘ ,   𝑟 ∈ 𝛤  

  یل   یك ت  ابع تحلی     f(r)،  یکل     یلیفرانس   یك عملگرد دی  Aکه  

 .باشدمی  مرز حوزه    و    یك عملگر مرزی  Bمعلوم و  

  یتواند به دو قسمت خط   می Aعملگر غیرخطی  یدر حالت کل

L    و غیرخطیN  م :ین داریم شود بنابرایتقس 

       (3                     )=−+ )r(f)u(N)u(L 

بص  ورت    یك هموت  وپی     ت  وانمی  یهموت  وپ  براس  اس تکنی  ك

  Rp → 1,:),(   ر را  ی   ز  که معادل  هیساخت بطور

 کند:یارضا م

   (4  )

    =−+−−= rrfApuLLppH ,)()()()()1(),(  
 

p],[که در معادله فوق 10    وu  ه از معادل  ه  یك حدس اولی

کن  د.  یرا ارضا م  یط مرزیشرا  یکه در حالت کل  باشدمی  یاصل

و   می   دار یمعادله خط    یكباشد  p=0که  یدر معادله فوق زمان

م  یرس   ی( م1ه )ی   اولغیرخط  ی باشد به معادل  ه   p=1که    یزمان

r(u(از  )p/r( ، كی   از صفر ب  ه  Pش یبا افزا یعنی    ب  ه

)r(u  ر اس  اس روش  یی   ن تغی   ک  ه ا  ش  ودمیل  یتب  دHPM  
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به عنوان پ  ارامتر کوچ  ك اس  تفاده    pن روش از  یدر اباشد.  می

ك  ی   که جواب معادله را بتوان برحسب    شودمیو فرض   شودمی

 ر نوشت:یبصورت ز  pاز    یتوان  یسر

  (5  )                  ...pupuu +++= 2
21 

  یل م   ی   ك میبه سمت    Pکه  یت با حد رابطه فوق زمانیدر نها

 :  یعنیمعادله را بدست آورد    یبیجواب تقر  توانمیکند  

  (6          )           ...uuulimu
p

+++== •
→
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 ( VIM)   ي رات تکراريي حساب تغ  روش  اساس  –  3  

مسائل   یبیحل تقر یك روش مناسب و موثر برایز ین روش نیا

ك تکرار به ح  ل ب  ا  یبا    توانمیو    باشدغیرخطی میو معادلات  

بدست آمده در تمام ح  وزه    یبیتقر  یم و حلهایبرس  ییدقت بالا

 حل معتبرند.

ل  یفرانسیك معادله دین روش در ابتدا  ینشان دادن اصول ا  یبرا

 :] 3و4 [گیریممیر را در نظر  یز  یبه فرم کلغیرخطی  

    (7)                      )x(gNuLu =+  

  یلیفرانسیك عملگر دی  Nو    یخط  یلیفرانسیك عملگر دی  Lکه  

ح  یك تابع صحی  توانمین روش  یبر اساس اباشد.  غیرخطی می

 ر نوشت :یبا فرمول تکرار بصورت ز

  (8      ) 

 −++=+

x

nnnn dguNLuxuxu


 ))()(~)(()()(1
 

ر  ی   ك متغی ~nu، ب لاگرانژیبه عنوان ضر ،که در معادله فوق

=0محدود ) nu~س  ی( و اندn  ب  یانگر تقریبn    باشدمیام. 

رات بدس  ت  یی   حس  اب تغ  یب لاگرانژ ب  ا اس  تفاده از تئ  وریضر

ل  یفرانسین معادله فوق دیتوان از طرفینکار میا  یکه براد  یآیم

ب  ین ض  ری   د که هر چه ایبدست آ کامل گرفت و با حل آن 

.  تر خواهد بودقیز دقین روش نیباشد جواب حاصله از ا  ترقیدق

  یجملات قبل  یتمامم  یرویمن روش در هر گام که به جلو  یدر ا

  ییب  ه نوش  تن ج  واب نه  ا یازی   و ن ده  دیمجه یاز جواب را نت

 ست.  ین  یك سریبصورت  

س  –4 شدن  سرد  حرارت  انتقال  معادله  ستم يحل 

 و تشعشع   ييجابجا  يزم ها ي قشرده تحت نمان

 ستم بصورتیمعادله حاکم بر س

(9  )









=→=

=−+−+

i

Sa

TTt

TTAETThA
dt

dT
VC

0

0)()( 44
 

ر  یکه در شکل ز  باشدمی  iTآن    یدما  t=0که در زمان    باشدمی

 ].5[نشان داده شده  است

 يهازم يستم فشرده تحت مکاني (: سرد شدن س1-شکل)

 و تشعشع ييجابجا

جسم به ص  ورت انباش  ت در    یت حرارتیستم فشرده ظرفیدر س

ان دما در داخل جسم صرف نظ  ر  یو از گراد  شودمینظر گرفته  

 ر :یبعد ز  یب  یبا استفاده از پارامترهاشود.  می

(10  )
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==0و با فرض  sa ،ر  ی   فرم ساده شده معادله بص  ورت ز

 :د  یآیمدر  

  (11      )


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ک  ه ح  ل    باش  دمی  4از درجه  غیرخطی ك معادله یمعادله فوق 

  ینجا به حل معادله ب  ه روش  هایما در ا. ستیق آن موجود نیدق

 م.یپردازیم  VIM , HPM یبیتقر
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 : HPMالف( حل به روش 

ب  ا ج  دا ک  ردن  ،  یك هموت  وپی( طبق تکن11حل معادله ) یبرا

ده    یج  واب معادل  ه را ب  را،  معادل  هغیرخطی و  یخط یبخشها

 :گیریممیر در نظر  یجمله اول بصورت ز

     (12  )              10
10

2
21

10 ++++= p...pp 

( و مرت  ب  4) ی( در معادل  ه هموت  وپ12معادل  ه )  یو با جاگذار

م جملات مختلف  یتوانمی pمختلف  یکردن آن بر اساس توانها

 م:یصورت دار  نیم که در ایب  را بدست آوریتقر

   (13  )                   
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م و ب  ا  یآوریجم  لات را ت  ا بدس  ت م     یب مابقین ترتیو به هم

جواب  p→1و اعمال    جملات مختلف در رابطه    یجاگذار

اد ب  ودن  ی   ل زیک  ه ب  دلد  یآیمده جمله اول بدست   یبرا یینها

  یمنحن     یم ولینجا صرف نظر کرده ایجملات از آوردن آنها در ا

 .ه جمله اول در نمودارها آمده استد

 : VIMب( حل به روش 

 ر:ین روش با ساختن فرمول تکرار زیدر ا

  (15  )




+








++


+=
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1 dt)t(

~
)t(

dt

)t(d
)()( nn

n
nn

ب لاگران  ژ بص  ورتیضر،  معادله فوق  نیاز طرف  یریرگیو با متغ
−−= teدیآ  یبدست م  . 

( و ب  ا انتخ  اب  15در معادله فرمول تکرار )  یحال با جاگذار

−=ه بص  ورت  ی   ب اولیدلخواه تقر e)(o  ط  یک  ه در ش  را

م که  یرا بدست آور یم جملات بعدیتوانمیکند   یه صدق میاول

 :  باشدمیر  یبصورت ز 1)(ن صورت  یدر ا

(16  )               𝜃1(𝜏) = 𝑒−𝜏 −
1

3
𝜀𝑒−𝜏 +

1

3
𝜀𝑒−4𝜏 

,.....),(),()(ن روال  یو ب  ه هم     را بدس  ت    234

ب  ودن تع  داد جم  لات از آوردن آن در    ادیل زیم که بدلیآورده ا

پنج جمله اول در نمودارها   یمنحن یم ولیاکرده ینجا خودداریا

  یدر نموداره  ا  VIM, HPM  ین روش  هایسه بیمقا.  آمده است

 ( آمده است.4-1)

 =1به ازاي  vimو  hpm( : مقايسه بين 1-نمودار)

 

 

 

 

 

 

 

 

 =2/0 يبه ازا vimو  hpmن يسه بي(: مقا2-نمودار)
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 =6/0 يبه ازا vimو  hpmن يسه بي(: مقا3-نمودار)

 

 =1 يبه ازا vimو  hpmن يسه بي(: مقا4-نمودار)

ار بهم  یبس  VIM , HPM  یم که روشهاینیبین نمودارها میدر ا

را دارن  د و ب  ه  غیرخط  ی  ت ح  ل مع  ادلات  ی   ك بوده و قابلینزد

 ستند.یپارامتر کوچك وابسته ن

  ي ريجه گيتن  –5

روشها1 دیقابل  VIMو    HPM  ی(  معادلات  حل  ل  یفرانسیت 

 باشند. یك میار بهم نزدیرا دارند و بسغیرخطی  

ا2 نی(  وابسته  کوچك  پارامتر  به  روشها  برا ین  بلکه    ی ستند 

 ت دارد. یشن مزیمعتبر بوده و به روش پرتوب  زیر بزرگ نیمقاد

شود  میان  یب  یك سریبصورت    ییجواب نها  HPM( در روش  3

روش    یول جلو    VIMدر  به  که  گام  هر    یتمامم  یرویمدر 

قبل نت  یجملات  را  جواب  ن  دهدیمجه  یاز  نوشتن    یازیو  به 

نها سریبصورت    ییجواب  همگراین  یك  سرعت  پس    یی ست 

 . شتر استیب

برا  نیا (4 ا  یروشها  تقریحل  مساِئل  و    یبینگونه  بوده 

و     یادیز  یکاربردها  هاداشته  روش  است    ی مشابه  یممکن 

به    یمناسب ترراه حل    با  شود تا شنهاد  ینگونه مسائل پیا  یبرا 
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